
Метод моментов (уравнений
гидродинамики и неравновесной
термодинамики)

Идея метода моментов
Кинетическое описание:

Функция распределения  содержит слишком много деталей.

Макроскопические параметры:

Цель: вывести уравнения эволюции для моментов .

Моменты функции распределения

Скалярный момент порядка :

Тензорный момент порядка :

В индексном представлении:

Нулевой момент (массовая плотность):

Первый момент (плотность импульса):

+ →v ⋅ ∇f + ( →E + →v × →B) ⋅ ∇
→vf = ( )

c

∂f

∂t

q

m

δf

δt

f(→r, →v, t)

n(→r, t), →u(→r, t), P(→r, t), Q(→r, t)

f

k

Mk = m ∫ |→v|
k
f(→r, →v, t) d3v

k

Mk = m ∫ →v ⊗ →v ⊗ ⋯ ⊗ →vf(→r, →v, t) d3v

M
i1…ik
k = m ∫ vi1 … vikf(→r, →v, t) d3v

ρ = mn = m ∫ f d3v
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Второй момент (плотность потока импульса или тензор полного напряжения):

Центральные моменты:

Уравнение непрерывности (0-й момент)

Интегрируем кинетическое уравнение по :

Член с силой Лоренца:

(интегрирование по частям, нули на бесконечности, )

Интеграл столкновений сохраняет массу:

Результат:

Уравнение движения (1-й момент)

ρ→u = m ∫ →vf d3v

↔
Π = m ∫ →v ⊗ →vf d3v

P = m ∫ (→v − →u) ⊗ (→v − →u)f d3v (тензор давления)

Q = m ∫ (→v − →u) ⊗ (→v − →u) ⊗ (→v − →u)f d3v (тепловой поток)
1

2

∫ d3v

∫ f d3v + ∇r ⋅ ∫ →vf d3v + ∫ ( →E + →v × →B) ⋅ ∇vf d
3v = ∫ ( )

c

d3v
∂

∂t

q

m

δf

δt

∫ ( →E + →v × →B) ⋅ ∇vf d
3v = ∮

пов.

( →E + →v × →B)f d →S −

− ∫ f∇v ⋅ ( →E + →v × →B) d3v = 0

∇v ⋅ (→v × →B) = 0

∫ ( )
c

d3v = 0
δf

δt

+ ∇ ⋅ (ρ→u) = 0
∂ρ

∂t
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Умножаем кинетическое уравнение на  и интегрируем по .

Временная производная:

Конвективный член:

Член с силой Лоренца:

(после интегрирования по частям и учёта )

 — плотность заряда

Интеграл столкновений сохраняет импульс:

Результат (в форме сохранения):

Или в форме субстанциональной производной:

где  — тензор давления.

Уравнение для тензора давления (2-й момент)

Центральный момент , .

m→v d3v

(ρ→u) = m ∫ →v d3v
∂

∂t

∂f

∂t

m ∫ →v (→v∇) f d3v = ∇ ⋅ (m ∫ →v ⊗ →vf d3v) = ∇ ⋅
↔
Π

q ∫ →v (( →E + →v × →B) ⋅ ∇v) f d3v = ρc →E + →j × →B

∇v ⋅ (→v × →B) = 0

ρc = qn = qρ/m

m ∫ →v( )
c

d3v = 0
δf

δt

(ρ→u) + ∇ ⋅
↔
Π = ρc →E + →j × →B

∂

∂t

ρ = −∇ ⋅ P+ ρc →E + →j × →B
d→u

dt

= − ∇ ⋅ P+ q →E + →u × →B
d→u

dt

1

ρ

q

m

P =
↔
Π − ρ→u ⊗ →u

P = m ∫ →w ⊗ →wf d3v →w = →v − →u

31.03.2026, 12:28 5

file:///E:/Documents/kin-eq-num/html/5.html 3/6



Умножаем кинетическое уравнение на  и интегрируем. После
громоздких, но стандартных выкладок:

Новые величины:
 — тензор потока тепла (3-й момент).

Последний член — изменение давления за счёт столкновений.

В индексной записи:

где

 — тензор давления,
,

 — тензор потока тепла (третий момент),
 — символ Леви‑Чивиты (равен , если  — это циклическая

перестановка , и  в обратном случае),

 — изменение тензора давления за счёт столкновений.

В эквивалентной форме с субстанциональной производной :

Давление эволюционирует под действием:
сжатия жидкости: ,
работы сил давления ,
теплопроводности: ,
вращения магнитным полем: ,
столкновений.

Скалярное давление

m →w ⊗ →w

+ ∇ ⋅ (→uP) + P ⋅ ∇→u + (P ⋅ ∇→u)
T

+ ∇ ⋅Q = [P× →B + (P× →B)T] +

+
∣
∣
∣c

∂P

∂t

q

m

δP

δt

Q = m ∫ →w ⊗ →w ⊗ →wf d3v

+ (ukPij) + Pik + Pjk + =

= (εilmBlPmj + εjlmBlPmi) +
∣
∣
∣c

,

∂Pij

∂t

∂

∂xk

∂uj

∂xk

∂ui
∂xk

∂Qijk

∂xk

q

m

δPij

δt

Pij = m ∫ wiwjf d
3v

wi = vi − ui

Qijk = m ∫ wiwjwkf d
3v

εilm 1 ilm

xyz 0

∣
∣c

δPij

δt

= + uk
d

dt

∂

∂t

∂

∂xk

+ Pij + Pik + Pjk + = (εilmBlPmj + εjlmBlPmi) +

+
∣
∣
∣c

.

dPij

dt

∂uk

∂xk

∂uj

∂xk

∂ui

∂xk

∂Qijk

∂xk

q

m

δPij

δt

∇ ⋅ →u ≠ 0

( →P ⋅ ∇)→u ≠ 0

∇ ⋅Q ≠ 0
→B ≠ 0
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След тензора давления: .

Уравнение на давление (след от предыдущего уравнения):

 — вектор теплового потока (след  по двум координатам).

Адиабатический предел (изотропное давление, , столкновения
поддерживают изотропию):

Модельное уравнение неравновесного политропного процесса с
показателем политропы :

Проблема замыкания

Иерархия моментов:
-й момент → уравнение содержит -й момент.
-й момент → содержит -й момент.
-й момент → содержит -й момент.

… система незамкнута.

p = TrP
1

3

+ p∇ ⋅ →u = −∇ ⋅ →q + (столкн.)
dp

dt

5

3

→q Q

→q = 0

+ p∇ ⋅ →u = 0
dp

dt

5

3

+ n∇ ⋅ →u = 0
dn

dt

=
3

5p

dp

dt

1

n

dn

dt

=
d ln p

dt

d lnn5/3

dt

(pn−γ) = 0, γ = 5/3
d

dt

γ

+ γp∇ ⋅ →u = 0
dp

dt

0 1

1 2

2 3
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Необходимо замыкание:
Кинетическое замыкание: предположение о виде  (локально-
максвелловская, ).
Гидродинамические приближения: малые длины свободного пробега
(столкновительная плазма) → можно выразить  и  через градиенты  и

 (законы Фурье, Ньютона).

Уравнение для энтропии
(бесстолкновительный случай)

Бесстолкновительное уравнение Власова: .

Энтропия (по Больцману):

Уравнение для энтропии:

(выводится умножением уравнения Власова на  и интегрированием).

Физический смысл: в бесстолкновительной плазме энтропия сохраняется; нет
необратимости.

Особенности метода моментов
Моментные уравнения дают точные законы сохранения массы, импульса и
энергии, но незамкнуты.

Требуется замыкание: кинетическое описание или феноменологические
законы (вязкость, теплопроводность).

Области применимости:

Гидродинамика работает, когда длина свободного пробега мала по
сравнению с масштабом неоднородности.
В бесстолкновительном случае можно применять, если нет
многопотоковости и не важны детали функции распределения
(резонансные частицы, убегающие электроны и т. п.)

f

f = fМ + δf

Q P T

→u

= 0
df

dt

s = −kB ∫ f ln f d3v

+ ∇ ⋅ (s→u) = 0
∂s

∂t

− ln f
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